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Abstract

本稿では，Gauss Period Normal Basis（GNB）に
より生成される正規基底の最小多項式の特徴づけを
目指し，既知の性質に立脚した小規模パラメータで
の実験的検討を報告する．特に標数 q = 7，拡大次
数m ∈ {2, 3, 5}において，トレース分布と最小多
項式の個数分布を調べ，GNB由来の正規基底が全
てではない一方で分布としては特殊である可能性を
示唆する．

1 序論：背景・目的
拡大体 Fqm/Fqにおける正規基底は，高速乗算アル
ゴリズムと親和性が高く，特にGauss period から
構成される GNB は Cyclic Vector Multiplication
Algorithm (CVMA) を適用可能とするため実装面
の利点が大きい．GNB は標数 q，次数 mに加えて
正の整数パラメータ h に依存して定義されるが，h
は無限に取り得る一方で正規基底の同値類は有限個
である．このため「h を変えても同じ正規基底（生
成元や組成は異なるが同型な GNB）に到達する」
事象が起こり得る．
本研究の目的は，GNB 由来の正規基底の最小

多項式が満たす特徴を実験的に抽出し，将来的な必
要十分条件の同定に繋げることである．著者はかつ
て「トレース 1の全ての正規基底が GNB である」
ことを期待したが，実験的には必ずしも成立しない
ことがわかっている．本稿ではまず奇素数次数を中
心に基礎的観察を整理する．

2 基礎知識
2.1 Gauss Period Normal Basis（GNB）
h ≥ 1 を整数として，q に対し n = hm + 1 が素
数となる状況を典型例として考える．n 次の原始根
ω ∈ Fqm と H ⊂ (Z/nZ)× を用意し，

γ =
∑
a∈H

ωa

で定義される γ の q-Frobenius 軌道

B = {γ, γq, γq2
, . . . , γqm−1}

が Fqm の Fq-正規基底となる場合，これを GNB
と呼ぶ．このとき CVMA により乗算の畳み込みが
巡回構造に落ち，実装上の利点が得られる．

2.2 最小多項式とトレース
正規基底生成元 γ の最小多項式 Mγ(x) ∈ Fq[x] は
係数にトレースの情報を反映する．特に 2次トレー
ス（ここでは簡便に Tr(γ1+qj )）の分布はMγ(x)の
係数分布と強く関係する．

2.3 重要な性質（再掲・整形）
0 ≤ j ≤ m − 1 とし，k は GNB 構成に由来する正
整数（|H| = k）とする．k が偶数の場合，

Tr
(
γ1+qj

)
=

{
1 + k(m − 1), j = 0,

−k, otherwise.
(1)

k が奇数の場合（このとき必然的に m は偶数），

Tr
(
γ1+qj

)
=

{
1 + k(m − 1), j = m/2,

−k, otherwise.
(2)

これらは 2 次トレースの現れ得る値と出現位置を
強く制限し，最小多項式の係数分布に制約を課す．

3 実験結果
以降では q = 7，m ∈ {2, 3, 5} を対象に SageMath
等で得た観察結果を整理する．図はスライド由来の
結果（7_2.png, 7_3.png, 7_5.png）を誌面向けに
再掲する．

3.1 (q, m) = (7, 2)

この場合は全てが GNB であった．期待個数は
((72 − 7)/2)/7 = 3 個で，観測と一致した．
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Figure 1: q = 7, m = 2 のときの最小多項式・分布の概観（スライド再掲）

3.2 (q, m) = (7, 3)

期待個数は ((73 − 7)/3)/7 = 16 個だが，観測でき
た GNB由来の正規基底は 12個に留まった．一方，
2 次トレースが 5 をとる既約多項式自体は 4 個観
測され，総数としては 12 + 4 = 16 で数は合うが，
その 4つは正規基底を与えなかった．

参考表（抜粋） スライドの行列表記を誌面用に簡
約し Table 1 に示す．

Table 1: m = 3 における 2 次トレース分布の一部
指標 3 指標 2 指標 1 2次 Tr

1 1 0 1
1 1 1 5
1 1 2 4
1 1 3 1
1 1 4 6
1 1 6 5

3.3 (q, m) = (7, 5)

理論上の期待個数は ((75 − 7)/5)/7 = 480 個に対
し，観測された トレース 1の正規基底の最小多項
式は 60個に大幅減少した．インデックス別個数（抜
粋）は Table 2 の通りで，10/70 程度が GNB 由
来の寄与であることが示唆される．

Table 2: m = 5：インデックス別 個数（抜粋）
インデックス 個数
GNB[0][0] 70
GNB[0][1] 70
GNB[0][2] 70
GNB[0][3] 70
GNB[0][4] 70
GNB[0][5] 70
GNB[0][6] 60

4 仮説
• H1（分布の選別仮説）：式 (1),(2)が課す 2次
トレースの出現位置と値の制約により，GNB
由来の正規基底は最小多項式の係数分布とし
て特殊な部分集合のみを占める．

• H2（m の偶奇依存）：k の偶奇と m の偶奇
制約（特に k 奇数⇒ m偶数）に由来して，m
が奇数のときには特定トレース値（例：m = 5
で 2 次トレース 6）が構成的に出現しない領
域が生じる．

• H3（h の冗長性）：h を変えても同値な GNB
に収束する場合が多く，異なる h による探索
は最小多項式の多様性を必ずしも増やさない．
この冗長性が観測個数の「頭打ち」を招く．

5 今後の研究方針
(1) CVMAの計算係数と n次トレースの関係を
明確化

(2) GNBの個数を明確にしたい
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Figure 2: q = 7, m = 3 のときの分布（スライド再掲）

Figure 3: q = 7, m = 5 のときの分布（スライド再掲）
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